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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 

Предлагаемое читателю учебное пособие “Интегральное исчис-
ление” предназначено для студентов–бакалавров I курса направления 
010400 “Прикладная математика и информатика”. Целью пособия 
является подготовка студентов к решению задач математического 
анализа, относящихся к такому важнейшему понятию как интеграл. 
В пособие включены задачи из широко известных изданий,                
в частности, из сборника задач по математическому анализу                        
Кудрявцева Л. Д. [3] и из сборника задач и упражнений по математи-
ческому анализу Садовничего В. А. [1], а также оригинальные задачи 
авторов пособия. 

Пособие состоит из двух частей. В первой части приведены ва-
рианты заданий для самостоятельной работы студентов, во второй 
рассмотрен демонстрационный вариант с подробными решениями 
всех задач. 

В конце приведены списки формул, которые могут помочь сту-
денту при решении задач прикладного характера, и учебных посо-
бий, из которых можно почерпнуть необходимые теоретические све-
дения из области математического анализа. 
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Часть 1 
 

Варианты индивидуальных заданий 
 

Вариант 1 
 

1. ( ) dx
x

x
∫ + 22

3

1
 6. dx

x

x
∫ 7 5

3

sin

cos
 

 

2. ( )∫ + dxxx 5sin34  7. ( ) dx
xx

x
∫ ++

+
125

25
2

 

 

3. dx
ee

ee
xx

xx

∫ +−
+

42

2

 8. 
( )

xd
xx

x

∫ ⋅
+
6 5

3
2

1
 

 

4. ( )( ) dx
xx

xxx
∫ +−

+++
3

23

22

6136
 9. dx

x
x∫

−
2

1

3
5

1
 

 

5. dx
x

x
∫ +

−
tg32

tg74
 10. ( )dxx∫ + 4ln 2  

 

11. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми 

 xy 2sin= , xxy sin= , π≤≤ x0 . 
 

12. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 
в полярной системе координат: 

 ϕ= 3cos4r , 2=r , 2≥r . 
 

13. Вычислить длину дуги кривой 

 
( )
( )

π≤≤




−=
−=

t
tay

ttax
0

,cos1

,sin
. 

 

14. Найти площадь поверхности, образованной при вращении эл-
липса 364 22 =+ yx  вокруг оси ox . 

 

15. Найти момент инерции однородного равнобедренного тре-
угольника с основанием а и высотой h относительно оси, со-
держащей его основание. 
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16.  Вычислить  ∫
+∞

−

0

3 .
2

dxex x  

 

17. Вычислить  ( )∫
−

−−

1

1

214 xx

dx
. 

 

18. Исследовать на сходимость  ∫
+∞

+
0

3 41

arctg
dx

x

xx
. 

 

19. Исследовать на сходимость  ∫
1

0

2 1cos
dx

x
x . 

 

20. Найти все значения параметра α, при которых сходится интеграл 

∫
+∞

α

−
+

1
sin
sin

dx
xx

xx
x . 

 
 

Вариант 2 
 

1. dx
xx

x
∫ 4ln

2ln
 6. ∫ − x

dx

sin1
 

 

2. dxx∫ 2arctg  7. dx
x

x
∫ + 3 21

 

 

3. dx
xx

x
∫ −+

+
2443

3
 8. ( ) dx

xx

x
∫ ++

+
21

2
22

 

 

4. dx
xxxx

x
∫ −−+

+
2345

4 1
 9. ∫ +12xe

dx
 

 

5. dxxx∫ ⋅ 3cos2cos 22  10. dxx∫ 2
5ctg  
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11. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми 

 2xy −= , 422 −−= xxy . 
 

12. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 
в полярной системе координат: 

 ϕ= cos3r , ϕ= sinr , 20 π≤ϕ≤ . 
 

13. Вычислить длину дуги кривой 

 20
,cos

,sin
2

4
π≤≤





=
=

t
ty

tx
. 

 

14. Прямая ay =  пересекает дугу циклоиды  

 ( )
( ) ,20

,cos1
,sin π≤≤





−=
−=

t
tay
ttax  

 в точках А и В. Найти площадь поверхности, образованной 
при вращении дуги АВ циклоиды вокруг прямой ay = . 

 

15. Найти координаты cx  и cy  центра масс фигуры, ограниченной 
линиями 

 ayx =+ , 0=x , 0=y . 
 

16. Вычислить  ∫
+∞

−−
3

2 2xx

dx
. 

 

17. Вычислить  dx
x

xx
∫ −

1

0

2

3

1

arcsin
. 

 

18. Исследовать на сходимость  ∫
+∞

+
1

3 sin
dx

xx

x
. 

 

19. Исследовать на сходимость  ∫ −

2

0

sin 1
dx

e

x
x

. 



 7 

20. Найти все значения параметра α, при которых сходится интеграл  

( )∫
+∞

α

+
1

32 11ln
chln

dx
x

x

x
. 

 
 

Вариант 3 
 

1. dx
x

x
∫ 2cos

cos
 6. dxxx∫ ⋅ 5cos3sin  

 

2. ( )dxxx∫ + 43sin  7. dx
x

xx
∫

++ 12

 

 

3. dx
xx

x
∫ +−

−
54

63
2

 8. ∫ + 3 23 xx

dx
 

 

4. dx
xx

xx
∫ −−

−+
12
252

3

24

 9. dx
e

e
x

x

∫ +1

2

 

 

5. dx
x

x
∫ 10

4

cos
sin

 10. dxx∫ +−3 12  

 

11. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми 

 ( )xy += 1ln , xxey −−= , 1=x . 
 

12. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 
в полярной системе координат: 

 ϕ= 3sin6r , 3=r , 3≥r . 
 

13. Вычислить длину дуги кривой 

 
( )
( )




−=
−=

,2sinsin2
,2coscos2

ttay
ttax

 π≤≤ 20 t . 

 

14. Фигура, ограниченная графиком функции a
xay ch= , ax ≤≤0 , 

отрезками прямых 0=x , ax =  и осью ox , вращается вокруг 
оси ox . Доказать, что объём v тела вращения этой фигуры 
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и площадь S поверхности вращения графика данной функции 

связаны равенством 2
aSv = . 

 

15. Найти координаты cx  и cy  центра масс фигуры, ограниченной 

кривыми xy 42 = , 2=y , 0=x , если плотность фигуры x=ρ . 
 

16. Вычислить  .3sin
0

2∫
+∞

− dxxe x  

 

17. Вычислить  dx
x

x
∫ −

3

0

2

2

9
. 

 

18. Исследовать на сходимость  ∫
+∞

+
1

ln4 xx

dx
. 

 

19. Исследовать на сходимость  ( )∫ −−

1

0

3 xx eex

dx
. 

 

20. Найти все значения параметров α и β, при которых сходится       

интеграл  dx
x

x
∫
+∞

β

α

+
0

1
, ( )0≥β . 

 
 

Вариант 4 
 

1. 
2

;
sin4cos3 22

π<
+∫ x

xx

dx
 4. ( )( ) dx

xxx

x
∫ +−

−
222

1
 

 

2. dxex x∫ −32  5. dxx∫ 4sin4  

 

3. dx
xx

x
∫ ++

+
344

3
2

 6. dx
xx

x
∫ − cos5sin

cos
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7. dx
x

x∫ −3 41  9. dx
e

e
x

x

∫ −
−

1
1

2

3

 

 

8. dx
xx

xx
∫ ++

+⋅
3

3

2

2
 10. dxx∫ 2th  

 

11. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми 

 2xxy −= , xxy −= 1 . 
 

12. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 
в полярной системе координат: 

 ϕ= cosr , ( )4cos2 π−ϕ=r , 24
ππ ≤ϕ≤− . 

 

13. Вычислить длину дуги кривой 

 




=
=

,sin
,cos

4

4

ty
tx

  20 π≤≤ t . 

 

14. Определить объём бочки, высота которой равна h, диаметр ка-
ждого из оснований d, диаметр среднего сечения D.  Осевые 
сечения боковой поверхности являются параболами с верши-
нами на окружности среднего сечения. 

 

15. Найти момент инерции однородного полукруга радиуса R от-
носительно его диаметра. 

 

16. Вычислить  ( )∫
+∞

∞−
++ 22 1xx

dx
. 

 

17. Вычислить  ∫
−

0

1

3

11
dx

xe x . 

18. Исследовать на сходимость  ∫
+∞

+
0

8 5 2
dx

x

x
. 
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19. Исследовать на сходимость  ∫ +−
−

2

1

23 43
2

dx
xx

x
. 

 

20. Найти все значения параметра α, при которых сходится интеграл  

( )
∫
+∞

α−α

α−

+
+

0

21ln
dx

xx

x
, ( )0>α . 

 
 
 

Вариант 5 
 

1. ∫ x

dx

sh
 6. dx

xx

x
∫ + 33 sincos

cos
 

 

2. dxxx∫ 2arcsin2  7. dx
x

x
∫ −

+
3

1
1

 

 

3. dx
xx

x
∫ +−

−
25

12
2

 8. ∫ +3 4 33 1 xx

dx
 

 

4. dx
xxx

xx
∫ −+−

−−
22

52
23

2

 9. dxee xx∫ + 23  

 

5. dxxxx 5cos3coscos ⋅⋅∫  10. dxxx∫ −+ 21  

 

11. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми 

 
2

2x
y = , 

21
1
x

y
+

= . 

 

12. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 
в полярной системе координат: 

 ϕ= 2sin22r , 1=r , 1≥r . 
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13. Вычислить длину дуги кривой 

 




=
=

,sin
,cos

5

5

tay
tax

 π≤≤ 20 t . 

 

14. Эксцентриситет эллипса равен е. Хорда эллипса длиной 2d, 
перпендикулярная большей оси, разделяет эллипс на два сег-
мента, меньший из которых имеет высоту h. Найти объём тела, 
образованного при вращении меньшего сегмента вокруг боль-
шей оси эллипса. 

 

15. Определить массу стержня длины l = 10 м, если линейная плот-
ность стержня меняется по закону x3,06+=ρ  кг/м, где x – рас-
стояние от одного из концов стержня. 

 

16. Вычислить  ∫
+∞

+
0

31 x

dx
. 

 

17. Вычислить  ∫ −

2

0

2 1x

dx
. 

18. Исследовать на сходимость  dx
x

x
∫
+∞

+
0

3 4

2

2

3sin
. 

 

19. Исследовать на сходимость  ∫ +

8

0

32 xx

dx
. 

 

20. Найти все значения параметра α, при которых сходится интеграл  

∫ α

−−+
1

0

42

sin
3013cos246

2

dx
x

xxe x

. 
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Вариант 6 
 

1. dx
x

x
∫ 2sin

lntg
 6. dxx∫ 7

3tg  

 

2. dxxx∫ ch  7. dx
x

x∫ + 3

6

1
 

 

3. dx
xx

x
∫ +−

−
2532

23
 8. 

( )
dx

xxx

x
∫ ++

+
2

2

31

1
 

 

4. dx
xxx

xxxx
∫ ++−

−++−
53

101054
23

234

 9. dx
x

x
∫ + sh1

ch
 

 

5. ∫ ⋅ xx

dx
42 cossin

 10. dx
x

xx

∫
+− −

2

3212

6
32

 

 

11. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми 

 xy arctg= , 02 =+ xy , 1=x . 
 

12. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 
в полярной системе координат: 

 ϕ= cos2ar , 
ϕ

ϕ=
2cos

sin
ar , 0=ϕ . 

 

13. Вычислить длину дуги кривой 

 
( )
( )




−=
−=

,1ch
,sh

tay
ttax

  ay 70 ≤≤ ,  0≥x . 

 

14. Найти объём тела, образованного при вращении кривой 

1
3

2

3

2

=






+








b

y

a

x
 вокруг оси ox . 

 

15. Определить координаты центра тяжести области, ограниченной 
кривой ( )ϕ+= cos1ar . 
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16. Вычислить  .
0

2∫
+∞

− dxex x  

 

17. Вычислить  ( )∫ −−

3

2
21 xx

dx
. 

 

18. Исследовать на сходимость  
( )

∫ +

+
1

0

51ln
dx

xx

x
. 

 

19. Исследовать на сходимость  ∫
+∞

+
0

8 71
dx

x

x
. 

 

20. Найти все значения параметра α, при которых сходится интеграл  

∫ −
+−α

1

0
cosch

1
dx

xx

xe x

. 

 
 

Вариант 7 
 

1. dx
x

x
∫ − 2

2

41

2arccos
 6. ∫ ⋅ xx

dx

2sinsin
 

 

2. dx
x

xx
∫ −

−
cos1
sin

 7. ∫ +123 xx

dx
 

 

3. dx
xx

x
∫ +−

−
173

74
2

 8. ( ) dxxxx∫ +++ 12 2  

 

4. dx
xx

x
∫ −+

−
54

17
24

2

 9. dx
x

x∫ + 4  

 

5. dxx∫ 2tg6  10. ∫ + 62xe

dx
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11. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми 

 
22

3

ax

a
y

+
= , 22 xay = . 

 

12. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 
в полярной системе координат: 

 ϕ−= cos2r , ϕ= cosr . 
 

13. Вычислить длину дуги кривой 

 
( )
( )




−=
+=

,cossin
,sincos

tttay
tttax

  π≤≤ 20 t . 

 

14. Найти объём тела, ограниченного поверхностями, полученны-
ми вращением кривой 22 xxy −=  и прямой 0=y  вокруг оси 
oy . 

 

15. Найти координаты cx  и cy  центра масс фигуры, ограниченной 
линиями 

 3

2

3

2

3

2

ayx =+ , 0=x , 0=y , 0≥x , 0≥y . 
 

16. Вычислить  ( )( )∫
+∞

++
1

21 xxx

dx
. 

 

17. Вычислить  ( )( )∫ −−

3

2
32 xx

dx
. 

 

18. Исследовать на сходимость  ( )∫
+∞

−
2

.1cos2 dxx  

 

19. Исследовать на сходимость  ∫
π2

0

3 sinx

dx
. 
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20. Найти все значения параметров α и β, при которых сходится               

интеграл  ∫
+∞

βα +
0

xx

dx
. 

 
 

Вариант 8 
 

1. dx
x

ex

∫ ch
arctg

 6. ∫ −+ 7cossin2 xx

dx
 

 

2. ( ) ( )dxxxx∫ ++− 1ln322  7. ∫ +⋅ 4 71 xx

dx
 

 

3. dx
xx

x
∫ −+

+
52

23
2

 8. dxxx∫ + 422  

 

4. dx
xxx

x
∫ +−−

−
44

145
23

 9. dxx∫ 7
2cos  

 

5. ∫ ⋅ xx

dx
3cossin

 10. dxxxx∫ 222 532  

 

11. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми 

 
4

10
2 +

=
x

y , 
4

45
2

2

+
++=

x

xx
y . 

 

12. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 
в полярной системе координат: 

 ϕ= sin3r , 2
2sin2 ϕ=r , 2

2sin2 ϕ≥r . 
 

13. Вычислить длину дуги кривой 

 

( )

( )









+
=

+
=

,lnsin
1

,lncos
1

2

2

ta
a

t
y

ta
a

t
x

  21 ttt ≤≤ . 
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14. Найти площадь поверхности, образованной при вращении во-
круг прямой py =  дуги параболы pxy 22 = , отсечённой пря-

мой 2
px = . 

 

15. Найти координаты cx  и cy  центра масс фигуры, ограниченной 
первой аркой циклоиды 

( )
( )




−=
−=

,cos1
,sin

tay
ttax

  π≤≤ 20 t  

 и осью ox . 
 

16. Вычислить  ∫
+∞

−
2

2 1xx

dx
. 

 

17. Вычислить  .ln

1

0

23∫ dxxx  

 

18. Исследовать на сходимость  ∫
+∞

++
+

0

221

1
dx

xx

x
. 

 

19. Исследовать на сходимость  ( )
.

9157tg

3

1

23∫ −+− xxx

dx
 

 

20. Найти все значения параметра α, при которых сходится интеграл  

∫
π

α

−−
2

0

22

tg
2cos 4

dx
xx

ex x

. 

 
 

Вариант 9 
 

1. ( ) dx
xx

x
∫ +1

arctg
 2. dxx x∫ −312  



 17

3. dx
xx

x
∫ −−

−
2221

14
 7. ( ) dx

x

x∫ +
2

31
 

 

4. dx
xx

x
∫ ++

−
86

6
24

3

 8. dx
x
x∫ −+

++
11
11  

 

5. dxxx∫ ⋅sin3cos2  9. dxxx∫ ++ 22  
 

6. dxx∫ 3ctg4  10. 
( )∫ − xx

dx

ln23
 

 

11. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми 
 ( ) xexxy 22 −= , 0=y , 0≤x . 
 

12. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 
в полярной системе координат: 

 ϕ= tgar , ϕ= cos
br , ab <<0 . 

 

13. Вычислить длину дуги кривой 

 




=
−=

,ch2
,2sh2

1

ty

ttx
, 00 tt ≤≤ . 

 

14. Эксцентриситет гиперболы равен е. Хорда длиной 2d, перпен-
дикулярная действительной оси гиперболы, отсекает от гипер-
болы сегмент высотой h. Найти объём тела, образованного при 
вращении этого сегмента вокруг действительной оси гипербо-
лы. 

 

15. Определить координаты центра тяжести круговой дуги радиуса 
a, опирающейся на угол α , где π<α<0 . 

 

16. Вычислить  ∫
+∞

−

0

.dxe x  
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17.  Вычислить  ∫ −
−

3

1
3

1
dx

x

x
x . 

18. Исследовать на сходимость  ( )∫
+∞

++
0

335

13

1
dx

xx
x . 

 

19. Исследовать на сходимость  ∫
π

0

2

sin dx
x

x . 

 

20. Найти все значения параметра α, при которых сходится интеграл  

∫ α
−+

1

0

cos22

dx
x

exe x

. 

 
 

Вариант 10 
 

1. 
2

;
cos2 2

π<
+∫ x

x

dx
 6. dxxx∫ ⋅ 2cos3cos 2  

 

2. ( )dxx∫ − 25arccos  7. dx
x

x
x∫ +

−
1
1

 

 

3. dx
xx

xx
∫ ++

−
52 24

3

 8. ( ) dx
xx

x
∫ ++

+
43

1
22

 

 

4. dx
xxx

xxxx
∫ +−

+−+−
45

4932
35

2346

 9. ∫ + 37 2xe

dx
 

 

5. ∫ x

dx
3cos

 10. dx
x

xx
∫ −

⋅
4sin3

cossin
 

 

11. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми 

 
23 xexy −= , ax = , 0>a . 
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12. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 
в полярной системе координат: 

 ϕ
ϕ=

sin
cos

2
2

ar , ϕ=
sin
2br , ab <<0 . 

 

13. Вычислить длину дуги кривой 

 
( )
( )




+−=
+−=

,sin2cos2
,cos2sin2

2

2

tttty
ttttx

  10 ≤≤ t . 

 

14. Найти объём тела, полученного при вращении фигуры, являю-
щейся общей частью кругов axyx 222 =+  и ayyx 222 =+ , во-
круг оси ox . 

 

15. Найти координаты cx  и cy  центра масс кривой a
xay ch= , 

ax ≤ . 
 

16. Вычислить  ∫
∞

+
2

21
a

xx

dx
. 

 

17. Вычислить  ∫ −−

2

1

2 123 xxx

dx
. 

 

18. Исследовать на сходимость  ( )∫
+∞

π−
1

2cos

sin 1
dx

x x

x . 

 

19. Исследовать на сходимость  ∫ −
+

2

0

4

4

16
16

dx
x

x
. 

 

20. Найти все значения параметра α, при которых сходится интеграл 

∫ α

−
1

0

cos1
dx

x

x
. 
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Вариант 11 
 

1. dx
x

x
∫ − 16

7

41
 6. ( )π∈−∫ ;0;2sin1 xdxx  

 

2. dx
x

x
∫ 4cos2

 7. ∫ +4 41 x

dx
 

 

3. dx
xxx

x
∫ −− 2lnln41

ln
 8. dxx∫ 3

4sin  

 

4. ( )( )dx
xxx

xxx
∫ +−+

+++
13
152

22

23

 9. dxx∫ 1arcsin  

 

5. dx
x

x
∫ 3

5

sin
cos

 10. ∫ +12xe

dx
 

 

11. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми 

 xexy 22= , xexy 3−= . 
 

12. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 
в полярной системе координат: 

 ϕ= 2sin22r , 1=r , 1≥r . 
 

13. Вычислить длину дуги кривой 

  
( )( )





=
+=

,sin

,tglncos 2
tay

tax t
 200 π≤≤< tt . 

 

14. Найти площадь части гиперболоида вращения  1222 =−+ zyx , 
заключённой межу плоскостями 2−=z  и 2=z . 

 

15. Найти координаты cx  и cy  центра масс фигуры, ограниченной 
кривыми 

 222 ayx =+ , 1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
, 0=x , 0≥x , 0≥y . 
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16. Вычислить  ( )∫
∞

∞−
+ 22 4x

dx
. 

 

17. Вычислить  ∫ +

4

0
xx

dx
. 

 

18. Исследовать на сходимость  ∫
+∞

−
2

23 1

ln
dx

xx

x
. 

 

19. Исследовать на сходимость  ∫ −

1

0

5 101 x

dx
. 

 

20. Найти все значения параметров α и β, при которых сходится       

интеграл .cossin

2

0
∫
π

βα ⋅ xdxx  

 
 

Вариант 12 
 

1. ∫ +1xe

dx
 6. ∫ +

dx
x

x

sin1
sin

 

 

2. ∫ dxxx 2arctg  7. ∫ +
dx

x

x
3 21

 

 

3. ∫ ++
dx

xx

x
2coscos41

2sin
 8. ∫

++
dx

x

xx 12

 

 

4. ( )( )∫ ++
dx

xx

x

11 3

2

 9. ∫ dxx4

5  

 

5.  ∫ ⋅ dxxx
33

22 cossin  10. ∫ dxx
4

4ctg  
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11. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми 

 822 =+ yx , 22 xy = , 0≥y . 
 

12. Найти площадь фигуры, ограниченной линией, заданной в по-
лярной системе координат: 

 ϕ= 4cos22 ar . 
 

13. Вычислить длину дуги кривой 

 




=
=

,sh
,ch

3

3

ty
tx

 00 tt ≤≤ . 

 

14. Найти площадь поверхности, образованной при вращении эл-
липса 364 22 =+ yx  вокруг оси oy. 

 

15. Найти момент инерции относительно оси ox одной арки цик-
лоиды  

 
( )
( )




−=
−=

,cos1
,sin

tay
ttax

 π≤≤ 20 t . 

 

16. Вычислить  ( )∫
∞

+
1

21
dx

x

x
. 

 

17. Вычислить  ∫ −

1

0

2

4

1
dx

x

x
. 

 

18. Исследовать на сходимость  ∫
+∞

+
+

1
1

arcsin1 1
dx

xx
x . 

 

19. Исследовать на сходимость  ∫
π

−
0

cos
sh

2 dx
xe

x
x

. 

 

20. Найти все значения параметра α, при которых сходится интеграл 

( )
( )∫ −

−
α

−
1

0

2

3
5

arctg
1

dx
xx

x
. 
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Вариант 13 
 

1. ∫ dxxx 342  6. ∫ −
dx

xx

x

cos5sin
cos

 

 

2. ∫ dxxx 2sin  7. ∫
−

dx
x

x3 41
 

 

3. ∫ −
−

dx
xx

x
2

23
 8. ∫ +

dx
x

x

cos1
 

 

4. ( )( )∫ −−
+

dx
xx

x

41
1
22

2

 9. ∫ −
−

dx
e

e
x

x

1
1

2

3

 

 

5. ∫ x

dx

2sin8
 10. ∫ dxx

2th  

 

11. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми 

 
13 +=

x
xy , 0=y , 1=x . 

 

12. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 
в полярной системе координат: 

 ( )ϕ−= 2cos2122 ar , ar = , ar ≤ . 
 

13. Вычислить длину дуги кривой 

 
( )
( )




−=
+=

,sincos
,sincos

ttey
ttex

t

t

  π≤≤ t0 . 

 

14. Найти площадь поверхности, образованной при вращении во-

круг прямой 3
5ay =  дуги цепной линии a

xay ch= , отсечённой 

этой прямой. 
 

15. Найти момент инерции относительно оси oy однородной фигу-

ры, ограниченной линиями ( )2

2
1 a

xhy −= , 22 xry −=  ( ar < ) 

и осью ox. 
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16. Вычислить  ∫
∞

+
0

3 1
dx

x

x
. 

 

17. Вычислить  ∫
−

−
+

25,0

5,0
12xx

dx
. 

 

18. Исследовать на сходимость  ∫
+∞

+
2

2arctg
1

dx
x x

x . 

 

19. Исследовать на сходимость  
( )
( )∫ +

+
1

0

2

23

1ln
arcsin

dx
xx

xx
. 

 

20. Найти все значения параметра α, при которых сходится интеграл 

( )
∫ α

−+
1

0

3

sin
arcsinsin

dx
x

xxx
. 

 
 

Вариант 14 
 

1. ∫ + 273 xx

dx
 6. ∫ dxx2tg7  

 

2. ∫ dxx x
2sin2  7. ∫ +4 4 1x

dx
 

 

3. ∫ +−
+

dx
xx

x
231

47
 8. ∫ −+

−++
dx

xx

xxx

12

12
2

23

 

 

4. ( )( )∫ +−
−−

dx
xx

xx
22

2

11

23
 9. ∫ − xxx

dx

3ln
 

 

5. ( )∫ +⋅ dxxx 13cos2sin2  10. ∫ + dx
xexe  
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11. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми 

 22 xy = , yyx 422 =+ , 22 xy ≥ . 
 

12. Найти площадь фигуры, ограниченной внешней и внутренней 

петлями улитки Паскаля 1cos2 =ϕ−r . 
 

13. Вычислить длину дуги кривой 

 ( )3
5

3
1

5
1

2
3 xxy −= , 81 ≤≤ x . 

 

14. Найти площадь поверхности, образованной при вращении пет-

ли кривой ( )22 39 yyx −=  вокруг оси ox. 
 

 Указание: ввести параметр t, т.е. параметризовать петлю. 
 

15. Из однородного круга радиуса R вырезана часть, ограниченная 
окружностью радиуса R, проходящей через центр данного кру-
га. Найти центр масс оставшейся части круга. 
 

Указание: 

 ( ) ( )∫
ϕ

ϕ

ϕϕϕρϕ=
2

1

sin3

3
1 drM x ,  ( ) ( )∫

ϕ

ϕ

ϕϕϕρϕ=
2

1

cos3

3
1 drM y . 

 

16. Вычислить  ∫
+∞

−
2

1xx

dx
. 

 

17. Вычислить  ∫
−

−
+

−

1

1

2

3

1
1ln

1
dx

x

x
x
x . 

 

18. Исследовать на сходимость  dx
xx

x
∫
+∞

+
1

2 cos
. 

 

19. Исследовать на сходимость  ∫ +

1

0
arctgxx

dx
. 
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20. Найти все значения параметра α, при которых сходится интеграл 

( )
( )∫ α

−
−

3

1

1arctg
dx

xx

x
. 

 

 
Вариант 15 

 

1. ∫ +
dx

xx

x

ln1

ln
 6. ∫ ⋅ xx

dx
44 cossin

 

 

2. ∫ dxxx arctg3  7. ( )∫ ++
+

dx
xx

x

21

2
22

 

 

3. ∫ −−
−

dx
xx

x
241

21
 8. ∫ + dxxx 12  

 

4. ∫ −
+

dx
x

x

1
2

4
 9. ∫ −− dxx 23  

 

5. ∫ ⋅ dxxx 2coscos3  10. ∫ −− 1sin2cos3 xx

dx
 

 

11. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми 
 432 442 xxxy −+−= , 0=y , 1xx = , 2xx = , где 1x  и 2x  – точки 
максимума данной функции. 

 

12. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 
в полярной системе координат: 

 ( )ϕ+= cos1ar , ϕ= cos3ar , ϕ≥ cos3ar . 
 

13. Вычислить длину дуги кривой 

 
( )
( )




⋅−⋅=
⋅+⋅=

,sin2cos2cos2sin
,sin2sincos2cos2

ttttay
ttttax

  π≤≤ t0 . 

 

14. Две грани  шестигранника – прямоугольники, стороны одного 
из них с длинами a1 и b1 параллельны сторонам другого с дли-
нами a2 и b2 соответственно. Расстояние между плоскостями 
этих прямоугольников равно h. Найти объём шестигранника. 
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15. Найти статический момент одной арки циклоиды 

 
( )
( )




−=
−=

,cos1
,sin

tay
ttax

 π≤≤ 20 t . 

 

16. Вычислить  ( )∫
+∞

∞−
++ 22 54xx

dx
. 

 

17. Вычислить  ∫
e

xx

dx

1
ln

. 

 

18. Исследовать на сходимость  ∫
+∞

+
1

8 9

2

1

5cos
dx

x

x
. 

 

19. Исследовать на сходимость  
( )∫ −

1

0

3 52

2

1
dx

x

x
. 

 

20. Найти все значения параметра α, при которых сходится интеграл 

∫
+∞

α

0

2arctg
dx

x

x
. 

 
 

Вариант 16 
 

1. ∫ −
+

−
dx

x

x

x 1
1

ln
1

1
2

 4. ∫ −
−+

dx
xx

xx

4
8

3

45

 

 

2. ∫ dxxarctg  5. ∫ dx
x

x

cos
3sin

  

 

3. ∫ ++
dx

xx

x

74 24

3

 6. ∫ dxx
5

3ctg  
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7. ∫
+ dx

xx

x
15 4

3 51
 9. ( )∫ + dxxx 22cos22sin  

 

8. ∫ ++ dxxx 222  10. ∫ −
+

dx
e

ee
x

xx

1

2

 

 

11. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми 

 42 =+ xy , 1232 =− xy . 
 

12. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 
в полярной системе координат: 

 ϕ= 2cosar , 
2

a
r = , 

2

a
r ≥ . 

 

13. Вычислить длину дуги кривой 

 




=
=

,sin
,cos

3

3

tay
tax

  20 π≤≤ t . 

 

14. Эксцентриситет эллипса равен е. Хорда эллипса длины 2d, пер-
пендикулярная большей оси, разделяет эллипс на два сегмента, 
меньший из которых имеет высоту h. Найти объём тела, обра-
зованного при вращении меньшего сегмента вокруг меньшей 
оси эллипса. 

 

15. Однородная пластина составлена из прямоугольника со сторо-
нами 2b и h и полукруга с диаметром 2b, приваренного к сторо-
не прямоугольника длиной 2b. Найти центр масс пластины. 

 

16. Вычислить  ∫
+∞

++
1

2 1xxx

dx
. 

 

17. Вычислить  .ln

1

0

2∫ xdx  

 

18. Исследовать на сходимость  ∫
+∞

++
2

8 3

ln
dx

xx

x
. 
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19. Исследовать на сходимость  ∫ −

1

0

41
dx

x

x
. 

 

20. Найти все значения параметра α, при которых сходится интеграл 

( ) ( )
∫ −−

−+−α
1

0

3 3

2

28

11lnch
dx

x

xx
. 

 
 

Вариант 17 
 

1. ∫ −
dx

x

x

41

2
 6. ∫ +

−
dx

xx

xx

cos5sin2
cos4sin3

 

 

2. ∫ −
dx

x

xx
241

2arccos
 7. 

( )
( )( )∫ +−++

+−−
2121412

1214

xxx

dxxx
 

 

3. ∫ +−
dx

ee

e
xx

x

132

2

 8. ∫ +− dxxx 2443  

 

4. ( )( )∫ +−++ 3454 22 xxxx

dx
 9. ∫ +

dx
x

x

42

3

 

 

5. ∫ dxx
4

5tg  10. 
( )

∫ −
−+

dx
x

x

1
1ln1

 

 

11. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми 

 xy = , 2−= xy , 0=x . 
 

12. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 
в полярной системе координат: 

 ϕ= 2cos22 ar , ϕ= 2sin22 ar . 
 

13. Вычислить длину дуги кривой 

 
( )
( )




+=
−=

,sinsin
,coscos

atbbtary
atbbtarx

, bat +
π≤≤ 20 , 0>a , 0>b , 0>r . 
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14. Найти объём тела, образованного при вращении кривой  

1
3

2

3

2

=






+








b

y

a

x
 вокруг оси oy . 

 

15. На каком расстоянии от большего основания однородной тра-
пеции расположен её центр масс, если основания трапеции 
равны a и b, ba > , высота – h. 

 

16. Вычислить  ∫
+∞

1

2

arctg
dx

x

x
. 

 

17. Вычислить  ∫ −

2

1
1

dx
x

x
. 

 

18. Исследовать на сходимость  ∫
+∞

+
1

3 ln5 xx

dx
. 

 

19. Исследовать на сходимость  ∫ −

1

0
cosxe

dx
x

. 

 

20. Найти все значения параметра α, при которых сходится интеграл 

( ) ( ) .2ln1
1

1

1

∫
−

α
+−

+
dxxx

x  

 
 

Вариант 18 
 

1. ∫ x

dx

ch
 3. ∫ −−

+
dx

xx

x

66
1

2
 

 

2. ∫ dx
x

x
2

arcsin
 4. 

( )
( )( )∫ −−+−

+−
32643

181321
22

2

xxxx

dxxx
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5. ∫ ⋅⋅ dxxxx 3sin2sinsin  8. ∫ ++
+−

dx
xxx

xx
3 43

36

2

21
 

 

6. ( )∫ +
−

dx
xx

xx
5cossin

cossin
 9. ∫ dxx

5
4ctg  

 

7. ∫ ++−
+−−

dx
xx

xx

11

11
 10. 

( )
( )∫ +

+
dx

x

x

1cos
1tg

2
 

 

11. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми 

 222 =+ yx , 122 −= xy , 2
1≥x . 

 

12. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 
в полярной системе координат: 

 ϕ= 2sin22

3
8r , 

ϕ+ϕ
=

44
2

cossin

1
r . 

 

13. Вычислить длину дуги кривой 

 













=

=

∫

∫

ϕϕ
ϕ

ϕϕ
ϕ

,

,

1

1

cos

sin

t

t

d

d

y

x

 01 tt ≤≤ . 

 

14. Прямая 2
3ay =  разделяет фигуру, ограниченную циклоидой 

( )
( )




−=
−=

,cos1
,sin

tay
ttax

  π≤≤ 20 t , 

 и осью ox  на две фигуры. Найти отношение объёмов тел, обра-
зованных при вращении каждой из получившихся фигур вокруг 

прямой 2
3ay = . 

 

15. Найти центр масс полукольца, ограниченного концентрически-
ми полуокружностями радиусов r и R, rR > , и отрезками диа-
метра. 
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16. Вычислить  ∫
+∞

−
2

3 1
dx

x

x
. 

 

17. Вычислить  ( )∫
−

−

1

1

2 arccos1 xx

dx
. 

 

18. Исследовать на сходимость  ( )∫
+∞

−
2

2
4cos1 dxx . 

 

19. Исследовать на сходимость  ∫ −

1

0
1xe

dx
. 

 

20. Найти все значения параметра α, при которых сходится интеграл 

( )
( )∫ +

+
α

α
1

0

22

1ln
arctg

dx
xx

xx
. 

 
 

Вариант 19 
 

1. 
( )

∫
+

dx
x

xx 22 ln
 6. ∫ +

−
dx

xx

xx

cos2sin
sin3cos2

 

 

2. ∫ dx
x

xx
3sin

cos
 7. 

( )
∫ ++

+
dx

xxx

x
2

2

31

1
 

 

3. 
( )

∫ −+
+

dx
xx

xx

3sin4sin4
cos1sin2

2
 8. ∫

+
dx

x

x
2

3 21
 

 

4. ( ) ( )∫ ++−
−−−

dx
xxx

xxx

541

121642
22

23

 9. ∫ − dxx3 27  

 

5. ∫ ⋅ dxxx 62 cossin  10. ∫ dx
x x

2cos1
2
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11. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми 
 xy arcsin= , xy arccos= , 0=y . 
 

12. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 
в полярной системе координат: 

 ϕ= 2cos22 ar , ϕ= 2cos4 22 ar . 
 

13. Вычислить длину дуги кривой 

 




−=
−=

,2sinsin
,2coscos

4
1

2
1

4
1

2
1

tty
ttx

 3
2

2
π≤≤π t . 

 

14. Эксцентриситет гиперболы равен е. Хорда, длиной 2d, перпен-
дикулярная действительной оси гиперболы, отсекает от гипер-
болы сегмент высотой h. Найти объём тела, образованного 
при вращении этого сегмента вокруг мнимой оси гиперболы. 

 

15. Найти статический момент My кривой 

 
( )
( )




−=
−=

,cos1
,sin

tay
ttax

 π≤≤ 20 t . 

 

16. Вычислить  ( )∫
+∞

+
0

32 1

ln
dx

x

xx
. 

 

17. Вычислить  ( )∫
−

−+

3

3

291 xx

dx
. 

 

18. Исследовать на сходимость  ∫
+∞

+
+

3

3 87

32
dx

xx

x
. 

 

19. Исследовать на сходимость  ( )∫ +−

2

0

32 34xx

dx
. 
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20. Найти все значения параметра α, при которых сходится интеграл 

∫
+∞

≠α









+ α

−

1

0,1ln 1
1

dx
xe . 

 
 

Вариант 20 
 

1. ∫ − xdxx 123  6. ∫ dxx2tg8  

 

2. ∫ dxx2ln  7. ∫
+

dx
xx

x
5 2

35 1
 

 

3. ∫ −−
−

dx
xx

x
2281

15
 8. ∫ ++ dxxx 842  

 

4. 
( )

( )( )∫ +++
+

dx
xxx

xx

221
1

2

2

 9. ∫ ⋅ dxxx coslntg  

 

5. ∫ +
+

dx
xx

xx
24

35

sinsin
coscos

 10. ∫ − dxex x32  

 

11. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми 

 23xy = , 24 xy −= . 
 

12. Найти площадь фигуры, ограниченной линией 
( )44266 yxayx +=+ . 

 

 Указание: перейти к полярным координатам. 
 

13. Вычислить длину дуги кривой 

 




=
=

,cos2
,sin2 2

tay
tax   20 π≤≤ t . 
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14. Найти площадь вытянутого эллипсоида вращения 

 1
2

2

2

2

2

2

=++
b

z

b

y

a

x
,  ba > . 

 

15. Найти момент инерции отрезка, длина которого l, относительно 
оси, лежащей с ним в одной плоскости и не пересекающей этот 
отрезок, если расстояние до оси от одного конца отрезка равно 
a, а другого – b. 

16. Вычислить  ∫
+∞

0
2sh

sh
dx

x

x
. 

 

17. Вычислить  ∫ −

1

0

2

3

1
dx

x

x
. 

 

18. Исследовать на сходимость  ∫
+∞

+
0

8 4

2

2

2cos
dx

x

x
. 

 

19. Исследовать на сходимость  
( )

∫
+

1

0

3 2

sin

1ln
dx

xx

x
. 

 

20. Найти все значения параметра α, при которых сходится интеграл 

( )∫ +

α
1

0

3 1ln
chln 1

dx
x

x . 

 
 

Вариант 21 
 

1. ∫ +
dx

x

x
2

3

91

3arctg
 3. ∫ ++

dx
xx

x
2sinsin1

2sin2
 

 

2. ( )∫ ++ dxxx 24ln  4. ( )( )∫ −+−
−

dx
xxx

x

1232
35

2
 



 36

5. ( )∫ + xx

dx

sincos1
 8. ∫

+
dx

xx

x
3

3 41
 

 

6. ∫ − xx

dx

cos3sin2
 9. ∫

−
dx

x
x

xx

4
520

 

 

7. ( )∫ +
+

dx
xx

x
21

15
 10. ∫ dxx

3
4cos  

 

11. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми 

 2xy = , 12 −+= xxy , xy 2
5= , 2xy ≤ . 

 

12. Найти площадь фигуры, ограниченной линией 4266 xayx =+ .  
 

 Указание: перейти к полярным координатам. 
 

13. Вычислить длину дуги кривой 

 
( )







=

+=

,cos

,sincos21

3

2

2

tay

ttx a
 от точки ( )aA ;0  до точки ( )0;2

aB . 

 

14. Найти объём тела, ограниченного поверхностью, образованной 

вращением вокруг оси ox линии ( ) 222 abyx =−+  при ba ≤<0 . 
 

15. Найти декартовы координаты центра тяжести дуги кардиоиды 
 ( )ϕ+= cos1ar  (от 01 =ϕ  до π=ϕ2 ). 
 

16. Вычислить  ∫
+∞

+
0

xx ee

dx
. 

 

17. Вычислить  
( )

∫
−

+
1

1

3

3 2ln
dx

x

x
. 

 

18. Исследовать на сходимость  ∫
+∞

+−
+

0

25

3

2
7

dx
xx

x
. 
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19. Исследовать на сходимость  ∫ −
+

1

0

4

4

1

1
dx

x

x
. 

 

20. Найти все значения параметров α и β, при которых сходится      

интеграл  ( ) 0,
cos1

sin

0

1

≥β
β+∫

π

α

−α

dx
x

x
. 

 
 

Вариант 22 
 

1. ∫ dx
x

x

cos

sin3

 6. ∫ ⋅ dxxx 3cos3sin 44  

 

2. ∫ dxx2arcsin  7. ∫
+

dx
xx

x
4 3

1
 

 

3. ∫ ++ 732 xx ee

dx
 8. ∫ +−++ 121443 2 xxx

dx
 

 

4. ∫ −
dx

x

x
4

4

1
 9. ∫ +

−
dx

x

x

3tg
tg311

 

 

5. ∫ dx
x

x

4sin
cos2

 10. ∫ +
−

dx
x

xx
241
2arctg8

 

 
 

11. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми 

 1
94

22

=+ yx
, 2

32
9 xy = , 2

32
9 xy ≤ . 

 
 

12. Найти площадь фигуры, ограниченной линией ( ) yaxyx 4322 =+ . 
 

 Указание: перейти к полярным координатам. 
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13. Вычислить длину дуги кривой 

 
( )





+−=
+=

,82arctg2
,1ln 2

tty
tx  от точки ( )8;0A  до точки ( )6;2ln 2 +πB . 

 

14. Найти объём усечённого конуса, основания которого есть эл-
липсы с полуосями A, B и a, b, а высота равна h. 

 

15. Фигура ограничена параболой ( )2

2
1 a

xhy −= , полуокружностью 

,222 ryx =+  ,0≥y  и осью ox ( )ar < . Считая фигуру однород-
ной, найти координаты центра масс фигуры. 

 

16. Вычислить  ∫
−

1

1

3

1

dx
x
e x

. 

 

17. Вычислить  ∫
+∞

1

3

2arctg
dx

x

x
. 

 

18. Исследовать на сходимость  ∫
+∞

−

0

2

3cos1
dx

x

x
. 

 

19. Исследовать на сходимость  ∫
−

2

1
ln

1
dx

x

x
. 

 

20. Найти все значения параметров m и n, при которых схо-

дится интеграл  0,
4

arctg

0

≥
+∫

+∞

ndx
x

xx
n

m

. 
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Часть 2 
Методические указания к решению задач 

 
 

1.   ∫ +
dx

x

x
4cos1

2sin
 

 

Можно заметить, что в числителе подынтегрального выражения 
стоит “почти” дифференциал функции x2cos . Действительно, 

 

( ) ( ) .2sinsincos2cos2 xdxdxxxxd −=−=  
 

Поэтому после введения x2sin  под знак дифференциала, получим 
табличный интеграл: 
 

( )
( ) ( ) .cosarctg
cos1

cos

cos1

2sin 2

22

2

4 ∫∫ +−=
+

−=
+

cx
x

xd
dx

x

x
 

 

2.   ∫ + 24 1 xx

dx  

 

Не будем спешить делать замену zx =+ 21 , а вынесем в пред-

положении 0>x  из под знака квадратного корня 2x , получим 
 

.
111 22

1321524 ∫ ∫∫ +
=

+
=

+ xx xx
dx

x
dx

xx
dx  

 

Заметим, что 






−=
23

1
2
1

x
dx

dx , и сделаем замену 
2

1
x

t = , тогда 

 

.
12

1

1 24 ∫∫ +
−=

+
dt

t

t

xx
dx  

 

Далее в числителе прибавляем и отнимаем единицу и разбиваем ин-
теграл на сумму двух интегралов: 
 

( )
∫ ∫∫∫ =

+
++−=

+
−+−=

+
−

12

1
1

2

1

1

11

2

1

12

1

t

dt
dttdt

t

t
dt

t

t
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( ) ( )( ) =++=+++−+=++++−= − ctcttctt t 111111 3
2

3
1

3
1 3

.
1.

3

12
13

2 2

2

2

2

2 1
1

c
x

x

x

x
cx

x ++−=++
−

=  
 

Итак, 
 

.
1.

3
12

1

2

2

2

24
c

x

x

x

x

xx
dx ++−=

+∫  

 

3.   dx
x
x∫ +1

arctg  

 

Попробуем применить формулу интегрирования по частям 
 

.∫ ∫−= duvuvdvu  
 

За u возьмём xarctg , тогда 
 

( ) ;12,
1

;
12

xv
x

dx
dv

xx

dx
du +=

+
=

+
=  

( )∫∫ =
+

+−+=
+

dx
xx

x
xxdx

x
x

12

12
arctg12

1
arctg  

.
1

arctg12 ∫ +
−+=

xx

dx
xx  

 

Последний интеграл сводим к табличному путём введения функ-
ции x

1  под знак дифференциала: 
 

( )
( )

.1ln2
1

2
1 2

cxx
x

xd

xx

dx +++=
+

=
+ ∫∫  

 

Итак, 
 

.1ln2arctg12
1

arctg cxxxxdx
x
x +++−+=

+∫  
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4.   ∫ dxxx 2ctg  
 

Очевидно, что интеграл вычисляется с помощью формулы интег-
рирования по частям. 

 

xdvxu 2ctg; == ,  тогда 
 

( ) ;ctg1ctg,
2sin

12∫ ∫ −−=−=== xxdxdxxvdxdu
x

 
 

( ) ( )∫∫ =+++−= dxxxxxxdxxx ctgctgctg2  

( ) ( ) .sinln2
2ctgctgctg cxxxxxxdxxdxxxx ++++−=+++−= ∫ ∫  

 

5.   ( ) ( ) dx
xxx

xx
∫ +−−

+−
223

4
22

2

 

 

Это интеграл от правильной рациональной дроби с разложенным 
на простейшие множители знаменателем, поэтому сразу приступим 
к разложению подынтегральной функции на сумму простейших дро-
бей. 

 

( ) ( ) ( )
.

2233223

4
2222

2

+−
++

−
+

−
=

+−−
+−

xx

DCx

x

B

x

A

xxx

xx
 

 

Неизвестные коэффициенты A, B, C, D вычислим методом неоп-
ределённых коэффициентов. Приводя справа дроби к общему знаме-
нателю и приравнивая числители левой и правой дробей, получим: 

 

( )( ) ( ) ( )( ) .4322223 2222 +−=−+++−++−− xxxDCxxxBxxxA  
 

Полагая в равенстве 3=x , определим 2=B . Далее, раскрывая скоб-
ки и сравнивая коэффициенты слева и справа при одинаковых степе-
нях x , получим систему: 
 









=++−
−=−+−

=+−+−
=+

.4926
,16928

,165
,0

DBA
DCBA
DCBA

CA
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Но одно неизвестное B  мы знаем, поэтому система преобразуется 
следующим образом: 
 









=+
=−

=−
=+

.096
,36

,1
,0

DC
DC

DC
CA

 

 

Решив систему, получим 4,0;6,0;6,0 −==−= DCA  и 
 

( ) ( ) ( )
.

22
4,06,0

3

2
3

6,0

223

4
2222

2

+−
−+

−
+

−
−=

+−−
+−

xx

x

xxxxx

xx
 

( )
( ) ( ) ( )

( ) .
22

23
2,0

3
2

3
6,0

223

4
2222

2

∫ ∫∫∫ +−
−+

−
+

−
−=

+−−
+−

xx

dxx

x

dx

x

dx

xxx

dxxx
 

 

Первые два интеграла практически табличные; для взятия третье-
го интеграла вычислим дифференциал знаменателя подынтегральной 
функции 
 

( ) ( )dxxxxd 22222 −=+−  
 

и представим числитель в виде полученного дифференциала. 
 

( ) ( )
2 2

3
2 2 2 3 23 2

2 2 2 2

xx dx
dx

x x x x

− + −−
= =

− + − +∫ ∫  

2 2

3 2 2

2 2 2 2 2

x dx
dx

x x x x

−= + =
− + − +∫ ∫  

( ) ( )
( ) ( ) .1arctg22ln

2

3

11

1

22

22

2

3 2
22

2

cxxx
x

xd

xx

xxd +−++−=
+−

−+
+−
+−= ∫ ∫  

 

В итоге получаем: 
 

( )
( ) ( ) =

+−−
+−

∫ 223

4
22

2

xxx

dxxx  

( ) ( ) .1arctg2,022ln3,0
3

2
3ln6,0 2 cxxx

x
x +−++−+

−
−−−=  
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6.   dx
xx

x

∫ +− 2sin4cos31

2sin
 

 

Сведём это интеграл к стандартному интегралу, содержащему 
квадратный трёхчлен, для чего разложим в числителе синус двойного 
угла и внесём xsin  под знак дифференциала, а в знаменателе изба-
вимся от x2sin  с помощью основного тригонометрического тожде-
ства. Получим: 

 

.cos
cos4cos35

cos
2

sin4cos31

2sin
22

xd
xx

x
dx

xx

x

∫∫ −−
−=

+−
 

 

Введём новую переменную xt cos=  и вычислим стандартный 
интеграл. 

 

( ) ( )[ ]=−−=−−=
−−∫ dttttddt

tt

t
83435

435
2

2
 

( ) ( )
.

4358

3

435

435

8

1

435

83
22

2

2

8
3

8
1

∫∫∫ −−
−

−−
−−−=

−−

−−−
=

−

tt

dt

tt

ttd
dt

tt

t
 

 

Первый интеграл табличный, во втором интеграле под корнем 
выделим полный квадрат. 

 

( ) ( ) =−−++−=−+−=−− 4
5

64
9

64
9

8
3

4
5

4
3 244435 222 tttttt  

( )( ) ( )( ).44
22

8
3

64
89

64
89

8
3 +−=−+−= tt  

( )
=

+−
−−−−=

−− ∫∫ 2
2

2
8
3

64
8916

3
435

4

1

435 t

dt
ttdt

tt

t
 

.
89

38
arcsin

16

3
435

4

1 2 c
t

tt ++−−−−=  
 

Окончательно, 
 

=
+−∫ dx

xx

x
2sin4cos31

2sin
 

.
89

3cos8
arcsin

8

3
cos4cos35

2

1 2 c
x

xx +++−−=  
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7.   ∫ 7 113 2cos2sin xx

dx
 

 

Соотношение показателей степеней функций x2sin  и x2cos  даёт 
возможность свести данный интеграл к интегралу от функции x2tg . 

Действительно, 
 

( )∫∫∫ === −
xdx

xx

dx

x

dx

x
x

2tg2tg
2

1

2tg2cos2cos
7
3

7 327 14

2cos
2sin

3

3
 

.2tg
8

7
2tg

4

7.
2

1
7 47

4

cxcx +=+=  

 
 

8.   ∫ +
−

dx
x

x

ctg21

ctg53
 

 

∫∫ +
−=

+
−

.
cos2sin

cos5sin3

ctg21

ctg53
dx

xx

xx
dx

x

x
 

 

Представим числитель подынтегральной функции в виде линей-
ной комбинации знаменателя и производной от знаменателя: 

 

( ) ( ).sin2coscos2sincos5sin3 xxBxxAxx −++=−  
 

Найдём коэффициенты А и В, сравнивая коэффициенты при xsin  
и xcos  справа и слева. Получим систему 

 





−=+
=−

;52
,32

BA
BA

 

 

откуда 2,2   ;4,1 −=−= BA . 
 

∫∫∫ =
+
−−

+
+−=

+
−

dx
xx

xx
dx

xx

xx
dx

x

x

cos2sin

sin2cos
2,2

cos2sin

cos2sin
4,1

ctg21

ctg53
 

.cos2sinln2,24,1 cxxx ++−−=  
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9.   ∫ x
dx

5sin
 

 

.
sin
cos

sinsin

cossin
sin 5

2

35

22

5 ∫∫∫∫ +=+= dx
x
x

x
dx

dx
x

xx
x

dx
 

 

Последний интеграл решим с помощью формулы интегрирова-
ния по частям, приняв xu cos= , тогда xdxdu sin−= ; 

 

dx
x

x
dv

5sin

cos=   и  ;
sin4

1

sin

sin

sin

cos
455 ∫∫ −===

xx

xd
dx

x

x
v  

 

.
sin4

1

sin4

cos

sin

sin

4

1

sin4

cos

sin

cos
34445

2

∫∫∫ −−=−−=
x

dx

x

x
dx

x

x

x

x
dx

x

x
 

 

.
sin4

cos
sin4

3

sin4

1

sin4

cos
sinsin 433435 x

x
x

dx

x

dx

x

x
x

dx
x

dx −=−−= ∫∫∫∫  
 

Оставшийся интеграл решаем таким же образом. 
 

.
sin
cos

sinsin

cossin
sin 3

2

3

22

3 ∫∫∫∫ +=+= dx
x
x

x

dx
dx

x

xx
x

dx
 

 

Второй интеграл берём с помощью формулы интегрирования 
по частям: 

 

=














−==

−==
=∫ ;

sin2

1
,

sin

cos
;sin,cos

sin
cos

23
3

2

x
vdx

x

x
dv

xdxduxu
dx

x
x

 

.
sin2

1

sin2

cos
sin
sin

2

1

sin2

cos
222 ∫∫ −−=−−=

x
dx

x

x
dx

x
x

x

x
 

 

Тогда 
 

=−=−−= ∫∫∫∫ x

x

x

dx

x

dx

x

x

x

dx

x

dx
223 sin2

cos
sin2

1
sin2

1

sin2

cos
sinsin

 

.
sin2

cos
tgln

2

1
22 c

x

xx +−=  
 

Итак, 

.
sin4

cos

sin8

cos3
tgln

8

3
sin 425 2 c

x

x

x

x
x

dx x +−−=∫  
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10.1.   ∫ ++ dxxx 744 2  
 

Обозначим интеграл через I и выделим под знаком квадратного 
корня полный квадрат, получим: 

 

( ) .612 2∫ ++= dxxI  
 

Сделаем замену tx =+12 , тогда dtdx 2
1=  и 

 

.62
1 2 dttI ∫ +=  

 

Решаем полученный интеграл с помощью формулы интегрирова-
ния по частям, приняв за u подынтегральную функцию, тогда 

 

;,;
62

tvdtdvdt
t

t
du ==

+
=  

 

.
62

1
6

2

1
2

2
2 ∫ +

−+= dt
t

t
ttI  

 

В числителе интеграла прибавим и отнимем 6 и разобьём инте-
грал на сумму двух интегралов. 

 

.
6

366
2

22

2
1

2
1 ∫∫ +

++−+=
t
dt

dttttI  

.6ln36 22

2
1 cttIttI ++++−+=  

 

Получим уравнение относительно интеграла I, решим его: 
 

,6ln362 22

2
1 cttttI +++++=  

.6ln6 22

2
3

4
1 cttttI +++++=  

 

Осталось вернуться к старой переменной. 
 

.74412ln744744 222
2
3

4
12 cxxxxxdxxx x ++++++++=++ +∫  
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10.2.   ∫ − dxxx3 3  
 

Имеем интеграл от дифференциального бинома 
 

( ) ,∫ + dxbxax
pnm  

 

где m, n, p – рациональные числа. Согласно теореме Чебышёва этот 
интеграл может быть приведён к интегралу от рациональной функ-
ции только в трёх случаях: 

1) p – целое, тогда полагаем Nzx = , где N – общий знаменатель 
дробей m и n; 

2) n
m 1+  - целое, тогда полагаем Nn zbxa =+ , где N – знаменатель 
дроби p; 

3) pn
m ++1  - целое, тогда полагаем Nn zbax =+− , где N – знамена-
тель дроби p. 

 

( ) ,1 3
1

23
1

3 3 ∫∫ −−=− dxxxdxxx  

 

поэтому 3
1

3
1 ;2; === pnm  и у нас случай 3), т.к. ∈=++ 11 pn

m . 

Замена 312
1 zx =−  рационализирует интеграл. 

 

( ) ( ) ( )∫∫∫ =+
+

−=
+

−=− 1
12

1

12

3 3
2323

3

3 3 zd
z

z
dz

z

z
dxxx  

( )
( ) ( ) .

12

1

121

1
;

1

1
;,

33
323

3 ∫ +
−

+
=

















+
−=

+
+=

==
=

z

dz

z

z

z
v

z

zd
dv

dzduzu
 

 

.
111

1
23 +−

++
+

=
+ zz

CBz

z

A

z
 

 

Методом неопределённых коэффициентов вычисляем ;3
1=A  

;3
1−=B  .

3
2=C  

 

( ) ( ) .
3

12
arctg

32

1
1ln

12

1
1ln

6

1

12
2

3
3 3 c

z
zzz

z

z
dxxx +−−+−++−

+
=−∫  
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Упрощая окончательно, получаем: 
 

( )
( )

c
z

zz

z

z

z
dxxx +−−

+−
+−

+
=−∫ 3

12
arctg

32

1

1

1
ln

12

1

12 2

2

3
3 3 , 

где 3 1 12 −= xz . 
 

11. Найти площадь области, ограниченной кривыми 
22

32
ax

ay +=  и 

a
xay arctg4

π= . 
 

Решение 
 

Заметим, что обе функции являются чётными, поэтому их графи-
ки симметричны относительно оси оу. 

Кривая 
22

32
ax

ay +=  располагается выше оси ох, пересекает ось оу 

в точке ( )a2 ;0  и имеет горизонтальную асимптоту ,0=y  так как 

.02lim
22

3 =+∞→ ax
a

x
 

График a
xy arctg=  располагается в полосе 22

π≤≤π− y , поэтому 

график кривой a
xay arctg4

π=  расположен в полосе .22 aya ≤≤−  

Учитывая всё вышесказанное, можно изобразить область (рис. 1). 
 

 
 

 Рис. 1 
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Кривые пересекаются в точках ( )aa  ;−  и ( ). ; aa  
Очевидно, площадь области 

.arctg
8

4arctg
42

2

0 00

22

3

22

3

∫ ∫∫ π
−

+
=









π
−

+
=

a aa

dx
a

ax

dx
adx

a

ax

a
S a

x
a
x  

 

Первый интеграл табличный, второй вычисляем с помощью 
формулы интегрирования по частям. 

 

=
+

−=














==
+

=== ∫∫ dx
ax

x
ax

xvdxdv

dx
ax

a
duu

dx

a
a

a

a
xa

x
a
x

0

22
0

22

0

arctg
;,

;arctgarctg ,

( ) ( ) .2ln
24

ln2ln
24

ln
24

22

0

22 aa
aa

aa
ax

aa
a

−π=−−π=+−π=  

 

.2ln
4

22ln
24

8
arctg

1
4

2
22

0

3

π
+−π=







 −π
π

−= a
aa

aaa

a
aS

a

a
x  

 

Окончательно, 








π
+−π= 2ln

4
22aS . 

 
12. Найти площадь области, ограниченной линией, заданной в по-

лярной системе координат: .0,
cos

2cos >
ϕ

ϕ= a
a

r  

 

Решение 
 

Начнём с построения кривой; найдём область определения функ-
ции, задающей кривую. 

 

0
cos

1cos2
0

cos

2cos 2

≥
ϕ

−ϕ⇔≥
ϕ
ϕ

 

 

Введём новую переменную ϕ= cost  и решим неравенство мето-
дом интервалов. 

 

,0
12 2

≥−
t

t
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[ ) [ )







≥ϕ

<ϕ≤
⇔∞+∪−∈

−

.cos

;0cos
 ;0 ;

2
1

2
1

2
1

2
1t  

 

Тригонометрические неравенства решаем графически (рис. 2). 
 
 

 
 

Рис. 2 
 
 

Итак, область определения функции  
 

[ ] ( ] [ ) [ ]π∪∪∪∈ϕ ππππππ 2 ; ; ; ;0 4
7

2
3

4
5

4
3

24 . 
 

Заметим также, что 
 

+∞=
ϕ
ϕ=

ϕ
ϕ

−π→ϕ+π→ϕ cos

2cos
lim

cos

2cos
lim

0
2

30
2

. 

 

После подсчёта значений функции ( )
ϕ
ϕ=ϕ

cos

2cos
r  в нескольких 

точках из промежутков области определения, строим кривую (рис. 3). 
Кривая образовала петлю. Площадь, ограниченную этой петлёй, 

нам и надо вычислить. 
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Рис. 3 
 

( )
∫∫

ππ

π−

=ϕ
ϕ
−ϕ=ϕ

ϕ
ϕ=

4

0

2

22
2

4

4

2

2
2

cos

1cos2

cos

2cos

2

1
dadaS  

( ) =
















ϕ+ϕ−ϕϕ+=
















ϕ
ϕ+ϕ−ϕϕ=

π
π

π
πππ

∫∫∫∫
4

0

4

0

4

0

2

4

0

2

4

0

4

0

22 tg42cos12
cos

4cos4 da
d

dda

( )π−=













+π−ϕ+ϕ=

ππ

4
2

12sin2
24

0

4

0

2 aa  кв.ед. 

 
13. Найти длину дуги 

( )
( )




=
=

taty
tatx

ch3
,sh2 3

 

от точки ( )aA 3 ;0  до точки ( ). ; 00 yxB  
 
Решение 

( )( ) ( )( ) .22

∫
β

α

′+′= dttytxL  
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( ) ( ) .sh3;chsh6 2 tatyttatx =′=′  

( )( ) ( )( ) =+=+=′+′ 1chsh4sh3sh9chsh36 222224222 tttatattatytx

.2chsh32chsh312shsh3 22 ttattatta ⋅==+=  
 

Найдём начальное значение параметра t из условий 
 

.0
;1ch
,0sh

;ch33
,sh20 3

=⇒




=
=

⇒




=
=

t
t
t

taa
ta  

 

Значение параметра t, соответствующее точке ( ), ; 00 yxB  обозначим 

,0t  т.е. ( ) ( ) .  ; 0000 ytyxtx ==  
 

( ) =













−=−=⋅= ∫∫

00
00

00

3

0

2

0

ch
3

ch2
3ch1ch232chsh3

tt
tt

t
t

atdtatdttaL  

.ch3ch2 00
3 atata +−=  

 
14. Радиус окружности равен R. Дуга окружности, имеющая угловую 

величину 2α, вращается вокруг своей хорды. Найти площадь по-
верхности вращения. 

 

Решение 
 

Помещаем окружность в декартову систе-
му координат, совмещая хорду с осью ох, а се-
редину хорды с началом координат (рис. 4). В 
этом случае центр окружности ( ),cos ;0 α−′ RO  

точки ( ),0 ;sinα− RA  ( ).0 ;sinαRB  Поверхность 
образуется путём вращения дуги ACB вокруг 
оси ох. Уравнение дуги 

 

( ) ⇒=α++ 222 cos RRyx  

( ) [ ].sin ;sin,cos 22 αα−∈−+α−= RRxxRRxy
 

Для вычисления площади поверхности воспользуемся формулой 
площади поверхности, образованной вращением дуги y(x) вокруг оси ох 

( ) ( )( )∫ ′+π=
b

a

dxxyxyS .12 2  

 Рис. 4 
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( ) ( )( ) .1
22

2

22 xR

R
xy

xR

x
xy

−
=′+⇒

−
−=′  

( )∫
α

=
−

−+α−π=
sin

0

22

22cos4

R

dx
xR

R
xRRS

=π+⋅απ−=π+
−

απ−=
α

ααα

∫∫
sin

0

sin

0

2

sin

0

sin

0

22

2 4arcsincos44cos4
R

RRR

xR
R
xRdxR

xR

dx
R

( ).cossin4sin4cos4 222 αα−απ=απ+α⋅απ−= RRR  
 

15. Найти момент инерции однородного квадрата со стороной a от-
носительно его диагонали. 

 

Решение 
 

Воспользуемся формулой для вычисле-
ния момента инерции плоской фигуры, огра-
ниченной графиками функций ( )xy1  и ( )xy2  
относительно оси ох: 

( ) ( )( )∫ −ρ=
b

a

x dxxyxyI .
3

1 3
1

3
2  

Плотность ,const≡ρ  т. к. квадрат однород-

ный; пусть для определённости ( ) .1≡ρ x  
Надо поместить квадрат в декартову систему следующим обра-

зом: диагональ квадрата находится на оси ох, центр квадрата совпа-
дает с началом координат (рис. 5). Тогда ломаная АВС это ( )xy2 , 

а ломаная ADC есть ( )xy1 . Т. к. фигура симметрична относительно 

оси ох, то ( ) ( )xyxy 21 −=  и 

( )∫
−

=
2

2

3
2 .

3
2

a

a

x dxxyI  

 

Ломаная АВС образована отрезками двух прямых: 
 

 Рис. 5 
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.0,

;0,

22

22
<≤−+=

≤≤−=
xxy

xxy
aa

aa

 

 

Поэтому можно записать ( ) .
22 xxy a −=  Т. к. эта функция чётная, 

окончательно получаем 
 

∫ ∫ =






 −−=






 −






 −−=






 −=
2

0

2

0

42

0

433

.
123

1
3
4

3
4

2222

a a
a

x

a
xxdxdxxI aaaa

 

16. Вычислить ( )∫
∞

∞−
++

= .
258

22 xx

dx
I  

 

Решение 
 

Начнём вычисление интеграла с замены ,4 tx =+  которая не из-
меняет пределов интегрирования. 

 

( ) ( )
.

9
2

9
0

2222 ∫∫
∞∞

∞−
+

=
+

=
t

dt

t

dt
I  

( ) ( ) ( )∫∫∫∫
∞∞∞∞

+
−

+
=

+
−+=

+
0

22

2

0

2

0

22

22

0

22
.

99

1

99

1

9

9

9

1

9
dt

t

t

t

dt
dt

t

tt

t

dt
 

.
623

1
arctglim

3

1
arctg

3

1
lim

9
lim

9 0
0

2

0

2 3
π=π⋅===

+
=

+ ∞+→∞+→∞+→

∞+

∫∫ A
t

dt

t

dt
A

A

A

A

A

t  

 

Второй интеграл вычисляем с помощью формулы интегрирова-

ния по частям, приняв за ,tu =  ( ) ( ).92

1

9 222 +
−=⇒

+
=

t
v

t

t
dv  

( ) ( ) =
+

+
+

−=
+ ∫∫

AAA

t

dt

t

t
dt

t

t

0

2
0

2

0

22

2

92

1

929
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( ) ( ) .arctg
6

1

92
arctg

6

1

92 33 2
0

2
At

A

A

A

A
A

+
+

−=+
+

−=  

 

( ) ( ) .
12

arctg
6

1

92
lim

9 32

0

22

2 π=







+

+
−=

+ ∞+→

∞

∫ A
A

A
dt

t

t
A

 

 

( ) .
1081269

1

9
0

22

π=






 π−π=
+∫

∞

t

dt
 

 

.
54
π=I  

 

17. Вычислить ( )∫
−

−+
=

2

2

2
.

43 xx

dx
I  

 

Решение 
 

Интеграл несобственный II рода, имеются две особые точки 
2−=x  и .2=x Сделаем замену ( ) ,cos2 , ; ,sin2 22 tdtdxttx =∈= ππ−  

интеграл получит новые пределы интегрирования 21
π−=t  и 22

π=t . 
 

( ) ( )
.

3sin2cos23sin2
cos

2
sin443sin2

cos
2

2

2

2

2

2

2

2 ∫∫∫
π

π−

π

π−

π

π−
+

=
+

=
−+

=
t

dt
dt

tt

t
dt

tt

t
I  

 

Получили собственный интеграл, который решается с помощью 
универсальной тригонометрической подстановки .tg 2

tz =  
 

∫∫∫
−−−

=
++

=
++

=
+

⋅
+

=
+

1

1

2

1

1

2

1

1

2

2
13

2
343

2
1

2

32

1

3
4

1
2 zz

dz

zz

dz
dz

z
I

z
z

 

( ) ( ).arctg5arctgarctg
5

1
5

2

5

23

5

2

3

2
1

1

1

1

22
9
5

3

+==
++

=
−

−

+

∫
z

z

dz
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Преобразуем выражение .
5

1arctg5arctg +=α  Вычислим αtg , 

используя известную формулу тригонометрии ( )
yx

yx
yx

tgtg1
tgtg

tg
−

+=+ . 

.

5
1
5

1

251

5
tg π=α⇒∞=

−

+
=α  

Итак, 
5

π=I . 

 

18. Исследовать на сходимость интеграл ∫ +

1

0

.
arctgxx

dx
 

Решение 
 

Имеем интеграл II рода с особой точкой .0=x  На промежутке 
[ ]1 ;0  функция xarctg  неотрицательна, поэтому имеет место неравен-
ство 

 

.
1

arctg

1

xxx
≤

+
 

 

Интеграл ∫
1

0
x

dx
 сходится ( )12

1 <=p , поэтому по признаку срав-

нения ∫ +

1

0
arctgxx

dx
 так же сходится. 

19. Исследовать на сходимость интеграл ∫
−

1

0

7
.

sin

5sintg5
dx

x

xx
 

Решение 
 

Имеем несобственный интеграл II рода с особой точкой .0=x  
Заметив, что в знаменателе стоит б. м. функция при 0→x , и за-

менив её на эквивалентную 2
7

x , можно сделать вывод о том, что ин-
теграл расходится, т. к. 12

7 >=p . Однако этот вывод неверный в си-
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лу того, что в числителе так же стоит б. м. функция при 0→x , и по-
этому показатель 2

7=p  никакой информации о сходимости интегра-

ла нам не даёт. 
Найдём порядок б. м. ( ) ,5sintg5 xxxf −=  используя разложение 

этой функции по формуле Тейлора в окрестности точки .0=x  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ).
!
0

...
!3
0

!2
0

!1
0

0 32 nn
n

xox
n

f
x

f
x

f
x

f
fxf +++

′′′
+

′′
+

′
+=  

( ) .00 =f  

( ) ( ) .00;5cos5
cos

5
2

=′−=′ fx
x

xf  

( ) ( )310cos sin 25sin5 ; 0 0.f x x x x f−′′ ′′= ⋅ + =  

( ) ( ) .1350;5cos125coscos10sincos30 324 =′′′+⋅+⋅=′′′ −− fxxxxxxf  
 

( ).5sintg5 33

6
135 xoxxx +=−  

 

Таким образом, 
 

x

xx
7sin

5sintg5 −
 ~ .

6

135

6

135

2
1

2
7

3

xx

x =  

Интеграл ∫
1

0
x

dx
 сходится, т. к. .12

1 <=p  Поэтому по предельно-

му признаку сходимости ∫
−

1

0

7sin

5sintg5
dx

x

xx
 сходится. 

 
20. Найти все значения параметра ,α  при которых сходится интеграл  

( )
( )∫ α−

−
3

1

.1arctg
dx

xx

x
 

 
Решение 
 

Имеем несобственный интеграл II рода с особой точкой .1=x  
Выпишем подынтегральную функцию и преобразуем её, пользуясь 



 58

тем, что и числитель, и знаменатель этой функции есть бесконечно 
малые в особой точке. 

 

( )
( )α−

−
xx

x 1arctg
 ~ ( ) ( )

( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) .

1

1

1

11

1

1
1−αααααα

−

+=
−

+−=
−

−
xx

x

xx

xx

xx

x
 

 

1−x  ~ 
2

1−x
 при .1→x  

 

Действительно, 
 

( )
( )( )

( ) .1
2

1
lim

12

11
lim

12

1
lim

111
=+=

−

+−=
−

−
→→→

x

x

xx

x

x
xxx

 

 

Таким образом, 
 

( )
( )α−

−
xx

x 1arctg
 ~ 

( )
( ) ( ) 1

1

1

21
−αα

−α

−

+

xx

x
 ~ ( ) 1

1

2
−α

α

−x
 при .1→x  

 

Интеграл ( )∫ −α−

3

1

11x
dx

 сходится в случае .211 <α⇒<−α=p  

По предельному признаку сравнения исходный интеграл также схо-
дится при .2<α  
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Список формул 
  
 

1.  Масса дуги кривой. 
 

Пусть дуга AB  задаётся уравнением ( )xfy = , а её линейная 

плотность в точке с абсциссой х есть ( )xρ , при этом , , bxax BA ==  
тогда масса этой дуги вычисляется по формуле 

 

 ( ) ( )( ) .1 2

∫ ′+ρ=
b

a

dxxfxm  (1) 

 
2.  Статический момент. 

 

Статическим моментом относительно оси l точки массой m, на-
ходящейся на расстоянии d от оси l, называется величина .mdM l =  

Для кривой ( )xfy =  с линейной плотностью ( )xρ  статические 
моменты относительно координатных осей равны  

 

 ( ) ( ) ( )( ) ,1 2

∫ ′+ρ=
b

a

dxxfxfxM x  (2)

 ( ) ( )( ) ,1 2

∫ ′+ρ=
b

a

dxxfxxM y  (3) 

 

где a и b – абсциссы начальной и конечной точек кривой. 
В общем случае для заданной параметрически однородной кри-

вой ( )const=ρ  формулы (2) и (3) имеют вид 
 

 ,∫ρ=
b

a

dsyM x  (4)

 ,∫ρ=
b

a

dsxM y  (5) 

 

где s – параметр, bsa ≤≤ , .22 dydxds +=  
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Статические моменты однородной ( )const=ρ криволинейной 

трапеции, ограниченной прямыми ,ax =  ,bx =  кривой ( ),xfy =  

0≥y , и осью ох, относительно координатных осей вычисляются 
по формулам 

 

 ( ) ,2

2∫
ρ=

b

a

dxxfM x  (6)

 ( ) .
b

a

yM xf x dxρ= ∫  (7) 

 
3. Момент инерции. 

 

Моментом инерции относительно оси l точки массы m, отстоя-
щей от оси на расстояние d, называется величина .2mdI l =  

Моменты инерции относительно координатных осей кривой 
( )xfy =  ( )bxa ≤≤  с линейной плотностью ( )xρ  вычисляются 

по формулам 
 

 ( ) ( ) ( )( ) ,1 22∫ ′+ρ=
b

a

dxxfxfxI x  (8)

 ( ) ( )( ) .1 22∫ ′+ρ=
b

a

dxxfxxI y  (9) 

 

В общем случае, для заданной параметрически однородной кри-
вой ( )const=ρ  формулы (8) и (9) имеют вид 

 

 ,2∫ρ=
b

a

dsyI x    ,2∫ρ=
b

a

dsxI y   

 

где s – параметр, bsa ≤≤ , .22 dydxds +=  

Моменты инерции однородной ( )const=ρ криволинейной трапе-

ции, ограниченной прямыми ,ax =  ,bx =  кривой ( ),xfy =  0≥y  
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и осью ох, относительно координатных осей вычисляются по форму-
лам 

 

 ( ) ,3

3 ∫
ρ

=
b

a

dxxfI x  (10)

 ( ) .2∫ρ=
b

a

dxxfxI y  (11) 

 

Если верхняя граница этой трапеции ( ),2 xfy =  нижняя ( ),1 xfy =  
то формулы (10), (11) запишутся следующим образом 

 

( ) ( )( ) ,3
1

3
23 ∫ −=

ρ
b

a

dxxfxfI x    ( ) ( )( ) .12
2∫ −ρ=

b

a

dxxfxfxI y  

 

 
4.  Координаты центра тяжести (центра масс). 
 

Координаты центра масс ( )cс
yx  ;  кривой ( )xfy =  с линейной 

плотностью ( )xρ  вычисляются по формулам 
 

 ,
m

M
x y

c =    ,
m

M
y x

c =  (12) 
 

где Мх и Му — статические моменты кривой, которые находятся 
по формулам (2), (3) или (4), (5), m — масса кривой, определяемая 
формулой (1). 

Координаты центра тяжести ( )cс
yx  ;  однородной криволинейной 

трапеции также находят по формулам (12), но Мх и Му — статические 
моменты трапеции, которые вычисляются по формулам (6), (7), m — 
масса трапеции, которая в данном случае определяется произведени-
ем площади трапеции и плотности. Таким образом, получаем 

 

( )

( )
,

∫

∫
= b

a

b

a

dxxf

dxxxf

xc    

( )

( )
.

2

2

∫

∫
= b

a

b

a

dxxf

dxxf

yc  
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Декартовы координаты центра масс дуги линии ( )ϕ= rr , 

21 ϕ≤ϕ≤ϕ , находятся по формулам 
 

,

cos

2

1

2

1

22

22

∫

∫
ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ′+

ϕ′+ϕ

=

drr

drrr

xc   .

sin

2

1

2

1

22

22

∫

∫
ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ′+

ϕ′+ϕ

=

drr

drrr

yc  

 
 

Абсцисса и ордината центра масс сектора, ограниченного двумя 
полярными радиусами 1ϕ , 2ϕ  и линией ( )ϕ= rr , вычисляются 
по следующим формулам 

 

,

cos

3

2
2

1

2

1

2

3

∫

∫
ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕϕ

=

dr

dr

xc   .

sin

3

2
2

1

2

1

2

3

∫

∫
ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕϕ

=

dr

dr

yc  
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